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Quelques aluls d'espaes R
if∗G sur des ourbes
Sylvain Maugeais
Résumé
Nous donnons quelques propriétés (nullité, représentabilité, stratia-
tion) des espaes Rif∗G pour f : U → S une ourbe ane lisse possédant
une ompatiation lisse et G un groupe résoluble.
1 Introdution
Soit S un shéma, C → S une ourbe propre et lisse et U ⊂ C le omplé-
mentaire d'un diviseur de Cartier horizontale. Notons f : U → S le morphisme
induit. Pour tout groupe G résoluble, nous alulons les faiseaux Rif∗G pour
i ∈ {1, 2}. Lorsque f est propre, es faiseaux sont onstrutibles. Le as le
plus intéressant est don le as où U est ane. D'autre part, si l'ordre de G est
inversible sur S alors le alul est lassique et peut se traiter ave des méthodes
habituelles (voir le hapitre § 5 pour un exemple). Le premier as intéressant est
don elui où S est le spetre d'un orps algébriquement los de aratéristique
p divisant l'ordre de G, on a alors R2f∗G = 0 et les R
1f∗G peuvent être déris
omme des limites indutives et faiseaux représentables (f. [Har80℄). Notre but
est de généraliser es résultats dans le as relatif. En partiulier, nous montrons
le théorème suivant, qui onstitue le oeur de la première partie de et artile
Théorème 1.1 Soit S un shéma, C → S une ourbe propre et lisse et U ⊂ C le
omplémentaire d'un diviseur de Cartier relatif tel que U → S soit ane. Notons
f : U → S le morphisme induit. Pour tout groupe G on a R2f∗G = 0.De plus si
G est résoluble il existe un épimorphisme pour la topologie étale T → R1f∗G où
T est représentable par une limite indutive d'espaes algébriques.
En partiulier, on trouve une généralisation du prinipe loal-global de [Kat86℄
en la suite exate
0→ R1h∗G→ R1f∗G→ h∗R1j∗G→ R2h∗G→ 0 (1)
Comme h est propre, les termes Rih∗G sont assez bien maîtrisés. Il onvient
don de mieux omprendre le terme h∗R
1j∗G.
Ce théorème se démontre par dévissage en se ramenant au as Z/pZ. L'un
des problèmes fondamentaux est alors de pouvoir traiter simultanément le as
p inversible ou nul sur S : si p est nul sur S on montre que R2f∗Z/pZ = 0
en utilisant la suit exate d'Artin-Shreier, mais si p est inversible 'est une
onséquene du théorème de hangement de base lisse. L'outil prinipal utilisé
ii est la suite exate de déformation d'Artin-Shreier à Kummer introduite par
1
Oort, Sekiguhi et Suwa dans [SOS89℄. Le résultat s'obtient alors par une suite
de dévissage ohomologique.
Dans le as où S est le spetre d'un orps, le résultat de[Kat86℄ (qui orres-
pond à la suite exate 1 dans le as où la base est un orps) est partiulièrement
utile pour onstruire des revêtements galoisiens de ourbes. Le as de bases plus
générales est toutefois beauoup plus ompliqué. Pour l'étudier, nous introdui-
sons une stratiation
∐
g(R
1f∗G)g=g des espaes R
1f∗G et nous montrons que
haque strate est très prohe de ertains espaes de modules de ourbes équiva-
riantes.
Plus préisément étant donné un groupe ni G et deux entiers g et g′, onsi-
dérons l'espae des modules Mg,g′ [G] lassiant les ourbes propres et lisses de
genre g munie d'une ation de G dèle dans haque bre, dont le quotient est de
genre g′. Notons n = |G|((2g−2)−|G|(2g′−2)) et onsidérons l'espaeM[n]g′ qui
lassie les ourbes propres et lisses de genre g′ munie d'un diviseur de Cartier
relatif de degré n. En assoiant à haque ourbe équivariante son quotient muni
du diviseur de branhement, on obtient un morphisme
Φ: Mg,g′ [G]→M[n]g′ .
Notons C la ourbe universelle au-dessus de M[n]g′ et B le diviseur universel.
Notons de plus f : C \ |B| → M[n]g′ . On peut alors, à tout morphisme S →
Mg,g′ [G], assoier un G-torseur au-dessus de (C\|B|)×M
g′
S puis un morphisme
de S → [R1f∗G], e dernier espae étant un analogue hampêtre des R1f∗G. On
obtient ainsi un morphisme de hamps Mg,g′ [G]→ [R1f∗G] dont l'image est en
fait dans la strate [R1f∗G]g=g.
En utilisant [dJ97℄, nous montrons qu'il existe une altérationX → [R1f∗G]g=n
et un diagramme ommutatif
X
wwooo
o
o
oo
o
oo
o
o

Mg,g′ [G] // [R1f∗G]g=g.
Le as d'un morphisme f omme en début d'introdution s'obtient alors par
hangement de base à partir de e as universel. D'autre part nous montrons que,
quitte à remplaer [R1f∗G] par une des rigidiations données par le théorème
1.1, le morphisme Mg,g′ [G]→ [R1f∗G]g=g est une immersion fermée.
Nous ommençons don au § 2 par quelques rappels sur les espaes de tor-
seurs, en partiulier des dévissages ohomologiques et des appliations de la
suite exate de déformation d'Artin-Shreier à Kummer, et obtenons les pre-
miers résultats sur les faiseaux Rif∗G qui nous seront utiles par la suite.
Dans § 3 nous introduisons l'analogue hampêtre [Rif∗G] des faiseaux
Rif∗G et montrons l'existene d'une rigidiation ind-représentable omme énon-
ée dans le théorème 1.1. Celle-i permet alors de onlure sur la nullité des
R2f∗G dans le as ane.
L'étude du morphisme Φ onstruit i-dessus fait l'objet du § 4 qui introduit
proprement les espaes de modules utilisé i-dessus, la stratiation par le genre
puis démontre les liens entre les espaes onstruits.
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Finalement, nous utilisons les onstrutions de e hapitre dans l'appendie
§ 5 pour retrouver simplement des résultats onnus sur l'espae des modules des
ourbes équivariantes dans le as modéré.
Remeriements : L'auteur remerie Laurent Moret-Bailly, Lorenzo Ramero,
Mihel Raynaud et Matthieu Romagny et pour les onversations qu'il a pu avoir
ave haun d'eux pendant la préparation de et artile.
2 Faiseaux de torseurs
Le but de ette setion est de donner quelques résultats sur les torseurs et en
partiulier de généraliser des résultats de Harbater (f. [Har80℄) et de Katz (f.
[Kat86℄). Plus préisément, soit C une ourbe lisse sur un orps algébriquement
los k, U un sous-shéma ouvert de C ane et G un groupe abstrait. L'un des
buts de haun de es artiles était de aluler le groupe H1
ét
(U,G) et de donner
ainsi un prinipe loal-global pour les revêtements.
Nous souhaitons ii généraliser e résultat dans le as d'une ourbe relative
C → S. Pour ela, l'un des instruments essentiels est la suite exate de défor-
mation d'Artin-Shreier à Kummer dont nous rappelons la théorie i-après.
Dans toute la suite, lorsque les groupes ne sont pas ommutatifs, les suites
exates de ohomologie sont à omprendre au sens non abélien, i.e. suites exates
de faiseaux d'ensembles pointés.
2.1 Rappels et notations
Dans toute la suite de et artile, S sera un shéma, h : X → S un morphisme
de shémas et G un shéma en groupes étale sur X.
Pour i ≤ 2, on peut alors dénir des ensembles pointés Hi
ét
(C,G), f. [Gir71℄.
Nous noterons Rih∗G le faiseau sur le gros site étale Sét assoié au préfaiseau
T 7→ Hi
ét
(X ×S T,G ×S T ).
Proposition 2.1 Supposons h propre. Alors Rih∗G est représentable par un
espae algébrique pour i ∈ {1, 2}.
Preuve : Pour i = 1, le résultat s'obtient de la même manière que dans le as
ommutatif en se ramenant à des déformations de torseurs.
Pour i = 2, on sait que H2
ét
(X×ST,G×ST ) est un espae prinipal homogène
sous H2
ét
(X ×S T,Z(G ×S T )) où Z(G ×S T ) désigne le entre de G ×S T (f.
[Gir71℄, Théorème IV.3.3.3). Par suite, le faiseau R2h∗G est un espae prinipal
homogène sous R2h∗Z(G). On se ramène don au as abélien, pour lequel le
résultat est onnu (f. par exemple [Mil80℄). 
Bien évidement, il est possible d'appliquer les opérations lassiques de la
ohomologie. Nous nous ontentons ii de donner les exemples qui nous serons
utiles (f. [Gir71℄).
Donnons nous une suite exate de groupes étales sur S
1→H → G → G/H → 1
3
ave H ⊂ Z(G). Alors il existe une suite exate de faiseaux d'ensembles pointés
0→ R0h∗H → R0h∗G → R0h∗G/H → R1h∗H → R1h∗G → R1h∗G/H → R2h∗H
(2)
Cette suite peut être utilisée pour l'étude des faiseaux de torseurs sous des
groupes résolubles an de se ramener à l'étude des torseurs sous des groupes
yliques.
Le dévissage sous forme de suite exate omme i-dessus est très pratique
en théorie mais diile à manipuler en pratique. Dans les faits, il est souvent
plus utile d'avoir des aratérisations des extensions galoisiennes d'extensions
galoisiennes qui sont elles-mêmes galoisiennes. Cei est donné par la proposition
suivante.
Proposition 2.2 Soit X un shéma, P et H des groupes nis, Y un P -torseur
au-dessus de X et Z un H-torseur au-dessus de Y . Si Z est un shéma onnexe
alors 'est un AutX(Z)-torseur si et seulement si Z ∈ H1
ét
(Y,H)P .
De plus, on a une suite exate 0 → H → AutX(Z) → P → 0 et si Z et Z ′
sont deux H-torseurs au-dessus de Y qui sont isomorphes, alors ils induisent
des AutX(Z)-torseurs isomorphes au-dessus de X.
En partiulier, on a une appliations injetive
H1
ét
(Y,H)P →
∐
{0→H→G→P→0}/isom
H1
ét
(X,G)
On prendra garde au fait que H1
ét
(Y,H)P n'est pas un groupe en général,
même si H est abélien.
Preuve : Pour tout σ ∈ P notons Zσ le H-torseur au-dessus de Y obtenu par
hangement de base σ : Y → Y à partir de Z.
Supposons tout d'abord que Z → X est un AutX(Z)-torseur. En partiulier,
on a un morphisme surjetif AutX(Z) → P . N'importe quel relèvement de σ
dans AutX(Z) fournit alors un isomorphisme entre Zσ et Z.
Réiproquement, supposons que Z ∈ H1
ét
(Y,H)P . D'après [Méz00℄, Lemma
2.8. il sut de prouver que Z ×X Z est totalement déomposé. Comme Y → X
est un P -torseur, on a un isomorphisme
Z ×X Z ∼=
∏
σ∈P
Zσ ×Y Z.
Par suite, il sut de montrer que Zσ×Y Z est un produit de opies de Z. Or par
hypothèse, Z et Zσ sont isomorphes en tant que H-torseurs don Zσ ×Y Z ∼=
Z ×Y Z ∼=
∏
τ∈H Z. Ce qui fournit le résultat annoné.
La dernière partie est laire. 
Donnons nous maintenant un morphisme propre h : C → S ainsi qu'une
immersion ouverte j : U → C et notons f : U → S le morphisme induit. On se
xe également un shéma en groupes étale G sur U .
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On a alors une suite exate à 5 termes
0→ R1h∗(j∗G)→ R1f∗G → h∗R1j∗G → R2h∗(j∗G)→ R2f∗G (3)
obtenue en faiseautisant l'analogue non abélien de la suite exate en bas degré
obtenue par la suite spetrale de Leray (f. [Gir71℄, Chapitre V).
Cette suite permet de déomposer R1f∗G en un terme loal h∗R1j∗G et
en termes globaux, ette suite est l'un des outils fondamentaux utilisés par
Harbater (f. [Har80℄) et Katz (f. [Kat86℄) lorsque S est le spetre d'un orps
algébriquement los. La suite exate i-dessus doit être vue omme un prinipe
loal-global. Elle est toutefois omplètement diérente de elle de Bertin et
Mézard dans [BM00℄ ar elle ne dit rien sur les déformations innitésimales de
ourbes.
À partir de maintenant, nous supposerons que h est une ourbe propre et
lisse et que U est le omplémentaire dans C d'un diviseur de Cartier relatif.
2.2 La suite exate d'Artin-Shreier à Kummer et quelques
onséquenes
Nous allons maintenant rappeler quelques propriétés de la déformation d'Artin-
Shreier à Kummer (pour plus de détail, voir [SOS89℄) et donnerons quelques
onséquenes, la plus importante étant la proposition 2.5.
Dans toute la suite, nous xons un nombre premier p et un anneau de valua-
tion disrète R0 de aratéristiques (0, p) ontenant une raine p-ième de l'unité
ζ. Notons λ = ζ − 1. Il est alors aisé de voir que λp−1 = up ave u inversible
dans R0.
Pour tout R0-shéma X et tout µ ∈ R0 dans l'idéal maximal de R0, notons
G
(µ)
X = X×R0 SpecR0
[
x, 1µx+1
]
. On peut munir G
(µ)
X d'une struture de shéma
en groupes en utilisant la loi a ∗ b = µab+ a+ b. Sa partie en aratéristique 0
est alors isomorphe à Gm et elle en aratéristique p à Ga.
Notons iµ l'immersion X ×R0 SpecR0/(µ)→ X. On a une suite exate pour
la topologie fppf
0→ G (µ)X → Gm → iµ∗Gm → 0 (4)
On dénit alors un morphisme de groupes ψ : G
(λ)
X → G (λ
p)
X par x 7→
(λx+1)p−1
λp qui est bien déni ar λ
p−1 = up. On voit alors que ψ est dèle-
ment plat et que son noyau est (non anoniquement) isomorphe à Z/pZ. On a
ainsi une suite exate sur le gros site étale
0→ Z/pZ→ G (λ)X → G (λ
p)
X → 0 (5)
dont la bre spéiale s'identie à la suite exate d'Artin-Shreier et la bre
générique à la suite exate de Kummer.
Appliquons ette théorie dans notre as. Pour ela, onsidérons un R0-
shéma S, une ourbe propre et lisse h : C → S et un ouvert U ⊂ S qui est
le omplémentaire d'un diviseur de Cartier relatif. Notons j : U → C l'inlusion
et iµ : U ×R0 SpecR0/(µ)→ U . Regardons tout d'abord la ohomologie de Gm :
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Lemme 2.3 On a R1j∗Gm = R
1j∗iµ∗Gm = 0 = (R
2j∗Gm)tors = (R
2j∗iµ∗Gm)tors.
Preuve : La ondition sur les termes de degré 1 est en fait un résultat de trivialité
de faiseaux inversibles. Pour la montrer on peut supposer que S est loal.
Comme le résultat est loal sur C, on peut remplaer e dernier par un shéma
loal ane. Il s'agit alors de montrer que tout faiseau inversible de H1
ét
(U ,Gm)
est trivial, 'est-à-dire que le torseur orrespondant possède une setion.
Notons k le orps résiduel du point fermé de S. Comme Cs est régulier, tout
faiseau inversible de Us peut se prolonger en faiseau inversible sur Cs. Or es
derniers sont triviaux ar Cs est loal. Il est alors aisé de passer au as où S est
loal en relevant une base.
Regardons maintenant les termes de degré 2. D'après [Mil80℄, Theorem
III.3.9, on peut remplaer S par le spetre d'un anneau loal omplet A à
orps résiduel algébriquement los d'idéal maximal m, C par SpecA[[x]] et U
par SpecA[[x]][ 1f ] où f est une fontion régulière modulo m.
Si A est un orps, alors la nullité provient de l'étude du groupe de Brauer des
orps loaux (f. [Ser62℄). Si A est artinien, la nullité de H2et(SpecA[[x]][
1
f ],Gm)
se démontre via la théorie des déformations en utilisant le fait que SpecA[[x]][ 1f ]
est ane, e qui implique que H2et(SpecA[[x]][
1
f ],Ga) = 0.
Dans le as général (omplet), on a un morphisme anonique
H2et(SpecA[[x]][
1
f
],Gm)→ lim
←−
n
H2et(Spec(A/m
n)[[x]][
1
f
],Gm)
dont il semble diile de montrer l'injetivité. Toutefois, d'après [Gab81℄, le
morphisme induit sur les parties de torsions s'identie à
Br(SpecA[[x]][
1
f
])→ lim
←−
n
Br(Spec(A/mn)[[x]][
1
f
]).
La démonstration de l'injetivité est alors semblable à [Gro68℄, Lemme 3.3 en
utilisant la trivialité de H1et(SpecA[[x]][
1
f ],Gm) démontrée i-dessus. 
En appliquant j∗ à la suite exate (4), on trouve le orollaire suivant.
Corollaire 2.4 Ave les notations i-dessus, on a
R1j∗G
(µ)
U = (R
2j∗G
(µ)
U )tors = 0.
Preuve : Cela provient de la suite exate (4) et de la surjetivité du morphisme
j∗Gm → j∗iµ∗Gm. 
Nous pouvons maintenant passer à la ohomologie de Z/pZ.
Proposition 2.5 On a deux suites exates pour la topologie étale
0→ h∗
(
(j∗G
(λ)
U )/G
(λ)
C
)
→ h∗
(
(j∗G
(λp)
U )/G
(λp)
C
)
→ h∗R1j∗Z/pZ→ 0. (6)
h∗R
1j∗Z/pZ→ R2h∗Z/pZ→ R2f∗Z/pZ→ 0 (7)
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Preuve : En prenant la suite exate longue de ohomologie assoiée à la suite
(5) par appliation du fonteur j∗ on obtient une suite exate
0→ Z/pZ→ j∗G (λ)U → j∗G (λ
p)
U → R1j∗Z/pZ→ R1j∗G (λ)U
dont le dernier terme est nul d'après le orollaire préédent.
En partiulier, on a un diagramme ommutatif à lignes exates
0 // Z/pZ //

G λC
//

G
(λp)
C
//

0
0 // Z/pZ // j∗G
λ
U
// j∗G
(λp)
U
// R1j∗Z/pZ // 0.
Le lemme du serpent fournit alors la suite exate
0→ (j∗G (λ)U )/G (λ)C → (j∗G (λ
p)
U )/G
(λp)
C → R1j∗Z/pZ→ 0. (8)
Les faiseaux présents dans ette suite étant à support ni sur S (le support
est dans C \ U qui est le support d'un diviseur de Cartier relatif), on obtient la
suite exate (6) en appliquant le fonteur h∗ qui est exat sur es faiseaux.
La suite exate (7) provient de la suite spetrale de Leray
Rℓh∗R
mj∗Z/pZ⇒ Rℓ+mf∗Z/pZ
et d'un argument de dégénéresene via le lemme suivant.
Lemme 2.6 On a
R3h∗Z/pZ = R
2h∗R
1j∗Z/pZ = R
1h∗R
1j∗Z/pZ = R
2j∗Z/pZ = 0.
Preuve : On a R3h∗Z/pZ = 0 pour des raisons de dimension ohomologique (f.
[Mil80℄, Corollary VI.2.5).
D'après la suite exate (8), on voit que R1j∗Z/pZ est à support de dimension
relative nulle sur S (ar dans C \ U), don Rℓh∗R1j∗Z/pZ = 0 pour tout ℓ > 0.
La suite exate longue assoiée à la suit exate (5) nous donne
R1j∗G
(λp)
U → R2j∗Z/pZ→ R2j∗G (λ)U .
Mais omme R2j∗(Z/pZ)U est de torsion, on a en fait une suite exate
R1j∗G
(λp)
U → R2j∗Z/pZ→ (R2j∗G (λ)U )tors.
Or on a vu que R1j∗G
(λp)
U = 0 et (R
2j∗G
(λ)
U )tors = 0. 
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3 Représentabilité et desription
Notre but est ii de généraliser aux hamps algébriques les onstrutions
faites dans 2.1 puis de montrer l'existene d'une rigidiation omme dans le
théorème 1.1. Cette rigidiation permettra alors de onlure sur la nullité de
R2f∗Z/pZ.
Fixons un hamp algébrique S et un hamp algébrique en groupes représen-
table et étale G → S.
Dénition 3.1 Soit f : X → S un morphisme représentable de hamps algé-
briques. Notons [R1f∗G] le groupoïde sur S dont les bres au-dessus d'un shéma
T sont les atégories dont
- les objets sont les ouples (α, ξ) ave α : T → S et ξ ∈ H0(T,R1fT∗GT ) où fT
et GT sont obtenus de f et G par hangement de base ;
- les morphismes sont les automorphismes de α qui laissent xe ξ.
Lorsque S est un espae algébrique, on retrouve le faiseau R1f∗G omme
déni préédemment.
Le groupoïde [R1f∗G] doit être vu omme un espae de module grossier par-
tiel assoié à f∗[U/G] qui vit au-dessus de S. En partiulier, on a un morphisme
de S-groupoïde
f∗[U/G]→ [R1f∗G].
Le groupoïde [R1f∗G] est en fait un hamp (ei provient du fait qu'on onsi-
dère le faiseau R1f∗G). Par ontre, même sous des hypothèses très restritives,
il n'est pas algébrique. Le problème fondamental est que le faiseau des auto-
morphismes d'un objet n'est pas représentable en général.
Comme [R1f∗G] n'est pas représentable en général, on ne peut pas parler de
séparation. Par ontre, on peut vérier le ritère valuatif de séparation.
Proposition 3.2 Le morphisme [R1f∗G] → S vérie le ritère valuatif de sé-
paration.
Preuve : Donnons nous un anneau de valuation R de orps de frations K et un
morphisme φ : SpecK → [R1f∗G] . Quitte à faire un hangement de base étale,
on peut supposer que φ représente un G-torseur V → U ×S SpecK. Par suite,
si V peut s'étendre en un torseur V au-dessus de U ×S SpecR, ela ne peut être
que de manière unique ar V est alors le normalisé de U×S SpecR dans l'anneau
total des frations de V . 
La suite exate (3) suggère d'introduire un analogue loal de l'espae [R1f∗G] :
Dénition 3.3 Soient S un hamp algébrique, h : C → S une ourbe propre et
lisse et j : U → C le omplémentaire d'un diviseur de Cartier relatif B.
On dénit alors [h∗R
1j∗G] omme étant le groupoïde dont les objets au-
dessus d'un shéma S-shéma T sont les éléments de (R1jT∗G)(U ×S T ) et les
morphismes entre deux tels objets ξ et ξ′ sont les morphismes de T → S qui
envoient ξ sur ξ′.
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Par loalisation, on obtient un morphisme naturel
[R1f∗G]→ [h∗R1j∗G]
et la suite exate (3) permet d'en préiser l'image et les bres. Ce prinipe loal-
global permet en partiulier de montrer la proposition suivante dans laquelle on
suppose G = Z/pZ.
Proposition 3.4 Soient S un hamp algébrique, h : C → S une ourbe propre et
lisse et j : U → C le omplémentaire d'un diviseur de Cartier relatif B. Si l'entier
p est premier à toutes les aratéristiques résiduelles de S alors [R1f∗Z/pZ] est
représentable.
Si le hamp S est le spetre d'un orps algébriquement los de aratéris-
tique p, alors les points géométriques de [R1f∗Z/pZ] sont les points d'une limite
indutive de shémas : l'espae des modules formels de Harbater.
Preuve : On se ramène aisément au as où S est un espae algébrique. Comme
h est propre, les faiseaux Rih∗Z/pZ sont représentables. Utilisant la suite (3)
on se ramène à montrer que [h∗R
1j∗Z/pZ] est représentable.
Par suite la première partie est lassique (voir la setion 5), la deuxième est
démontrée par Harbater dans [Har80℄. 
En partiulier, même si S est un hamp algébrique quelonque, on peut
parler de l'ensemble des points géométriques à valeur dans [R1f∗Z/pZ] : il sut
de onsidérer les bres géométriques de [R1f∗Z/pZ]→ S et l'ensemble de leurs
points géométriques, e qui a un sens d'après la proposition i-dessus.
Le problème fondamental pour la représentabilité de [R1f∗Z/pZ] est que les
déformations d'un torseur au-dessus d'un shéma ane sont toutes isomorphes.
Si [R1f∗Z/pZ] était représentable, il serait étale sur S, or on voit aisément ave
l'espae de modules formels d'Harbater que e n'est pas le as (f. [Har80℄).
3.1 Rigidiation des [Rif∗Z/pZ]
Nous allons maintenant introduire un espae prohe de e que devrait être
l'espae des déformations de [h∗R
1j∗Z/pZ] si e dernier était représentable. Pour
ela, l'outil fondamental est la suite exate (6).
Dans toute la suite on se xe un premier p ainsi qu'une raine primitive
p-ième ζ de l'unité dans Q¯. On notera de plus λ = ζ − 1 (f. 2.2).
Dénition 3.5 Soient S un Z[ζ]-hamp algébrique, µ ∈ Z[ζ], h : C → S une
ourbe propre et lisse et j : U → C le omplémentaire d'un diviseur de Cartier
relatif. Nous noterons Tµ(f)loc le S-groupoïde dont les objets au-dessus d'un
morphisme α : T → S sont les éléments de h∗
(
(j∗G(µ)U )/G(µ)C
)
(T ) et les mor-
phismes entre deux objets ξ et ξ′ sont les isomorphismes de α qui envoient ξ sur
ξ′.
En partiulier, on a un morphisme φ : Tλ(f)loc → Tλp(f)loc (f. 2.2).
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On voit aisément que Tµ(f)loc est un hamp. D'autre part, il existe un
morphisme anonique
Tλp(f)loc → [h∗R1j∗Z/pZ]
qui est un épimorphisme pour la topologie étale d'après la suite exate (6).
Contrairement aux espaes préédemment introduit, Tµ(f)loc est presque
représentable. On eet, on a la proposition suivante.
Proposition 3.6 Le groupoïde Tµ(f)loc est une limite indutive de hamps al-
gébriques de type nis et lisses sur S.
Preuve : Quitte à faire un hangement de base lisse, on peut supposer que S
est en fait un shéma. Notons B un diviseur de Cartier relatif tel que U =
C \ |B|. Alors on voit qu'ensemblistement (les strutures de groupes n'étant pas
les mêmes) on a
h∗
(
(j∗G(λ
p)
U )/G(λ
p)
C
)
= lim−−→
n
h∗ (C(nB)/C)
et e dernier est représentable ar B est ni et plat sur S.
Finalement la lissité provient de la platitude de C(nB)/C et du fait que le
faiseau de ses setions est représentable par Spec
(
Symh∗ (C(nB)/C)∨
)
. 
On peut don voir Tλp(f)loc omme une rigidiation de [h∗R
1j∗Z/pZ].
Nous allons maintenant introduire une rigidiation de [R1f∗Z/pZ] en utilisant
Tλp(f)loc et la suite exate (3).
Dénition 3.7 Soient S un Z[ζ]-hamp algébrique, h : C → S une ourbe
propre et lisse et j : U → C le omplémentaire d'un diviseur de Cartier rela-
tif. On note
Tλp(f) = [R
1f∗Z/pZ]×[h∗R1j∗Z/pZ] Tλp(f)loc.
Si S est un espae algébrique, on a une suite exate
0→ R1h∗Z/pZ→ Tλp(f)→ Tλp(f)loc → R2h∗Z/pZ.
D'autre part, omme h est propre, Rih∗Z/pZ est représentable pour tout i ≥ 0.
La proposition préédente montre alors que Tλp(f) est un hamp et est limite
indutive de hamps algébriques.
Proposition 3.8 Le morphisme anonique Tλp(f) → [R1f∗Z/pZ] est un épi-
morphisme pour la topologie étale et son noyau est Tλ(f)loc.
Preuve : Par desente, on se ramène au as où S est un espae algébrique. Les
hamps onsidérés sont alors des faiseaux. Le résultat déoule du diagramme
ommutatif à lignes exates
0 // R1h∗Z/pZ // Tλp(f) //

Tλp(f)loc //

R2h∗Z/pZ
0 // R1h∗Z/pZ // R
1f∗Z/pZ // h∗R
1j∗Z/pZ // R
2h∗Z/pZ
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et du fait que le morphisme Tλp(f)loc → h∗R1j∗Z/pZ est un épimorphisme pour
la topologie étale (voir la suite exate (6)). 
Remarque 3.9 Dire que le morphisme Tλp(f) → [R1f∗Z/pZ] est un épimor-
phisme revient à dire que si on se donne un Z/pZ-torseur on peut l'érire loa-
lement sous la forme
(λu+1)p−1
λp = t.
D'autre part, deux morphismes T → Tp(f) sont égaux si et seulement s'ils
orrespondent loalement à des torseurs
(λu+1)p−1
λp = t1 et
(λu+1)p−1
λp = t2 ave
t1− t2 n'ayant pas de ples (i.e. on ne prend pas de quotients supplémentaires).
Nous pouvons maintenant donner une première appliation de es résultats.
Théorème 3.10 Supposons que f est ane et que S est un shéma. Alors
R2f∗Z/pZ = 0.
Preuve : D'après la suite exate (7), il sut de montrer que le morphisme
f∗R
1j∗Z/pZ→ R2h∗Z/pZ est un épimorphisme.
On a un diagramme ommutatif dont la première ligne est exate
f∗R
1j∗Z/pZ // R
2h∗Z/pZ // R
2f∗Z/pZ
Tλp(f)loc
OO 77
ooooooooo
oo
D'autre part, le morphisme f∗R
1j∗Z/pZ → R2h∗Z/pZ est surjetif au niveau
des points géométriques ar R2f∗Z/pZ = 0 en haque point (ar f est ane).
Par suite, il en est de même du morphisme Tλp(f)loc → R2h∗Z/pZ. Comme
Tλp(f)loc est ind-représentable par des shémas lisses (f. proposition 3.6) et
que R2h∗Z/pZ est onstrutible, on trouve que Tλp(f)loc → R2h∗Z/pZ est un
épimorphisme de faiseaux étales. 
Corollaire 3.11 Supposons que f est ane et que S est un shéma. Alors pour
tout groupe G on a R2f∗G = 0.
Preuve : D'après [Gir71℄, Théorème IV.3.3.3, il sut de montrer queR2f∗Z(G) =
0. On peut don supposer que G est abélien. Le résultat déoule alors aisément
du as Z/pZ en utilisant la suite (2). 
Corollaire 3.12 Soit G un groupe et H ⊂ Z(G) un sous-groupe. Alors on a
des suites exates
0→ h∗R1j∗H → h∗R1j∗G→ h∗R1j∗G/H → 0
0→ R1f∗H → R1f∗G→ R1f∗G/H → 0
Preuve : Cela déoule de la suite exate longue de ohomologie assoiée à la
suite exate
0→ H → G→ G/H → 0
et du lemme 2.6 qui assure que R2j∗G/H = 0. 
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Corollaire 3.13 Soit G un groupe résoluble. Alors il existe une suite exate
(pour la topologie étale) de hamps en ensembles pointés
0→ T ′G(f)→ TG(f)→ [R1f∗G]→ 0
où TG(f) et T
′
G(f) sont des limites indutives de hamps algébriques de types
nis lisses sur S.
Preuve : Provient du as Z/pZ et du orollaire i-dessus par une réurrene
immédiate. 
3.2 Un ersatz de produit
Nous aurons besoin dans le hapitre suivant de onsidérer des produits de
la forme
TG(f)×[R1f∗G] T
pour un morphisme T → [R1f∗G] donné. Le problème est que de tels produits ne
sont pas représentables en général. Nous allons don introduire maintenant une
alternative utilisant les propriétés du morphisme TG(f) → [R1f∗G] démontrée
dans le orollaire 3.13.
Fixons un hamp algébrique T , un morphisme de hamps T → [R1f∗G] et
supposons qu'il existe un relèvement φ : T → TG(f). On dénit alors le hamp
algébrique TG(f)×˜[R1f∗G]T omme étant l'image shématique du morphisme
T ′G(f)× T → TG(f)× T
(a, b) 7→ (a+ φ(b), b).
On voit que TG(f)×˜[R1f∗G]T ainsi que l'inlusion TG(f)×˜[R1f∗G]T → TG(f)×
T sont indépendants du relèvement φ ar deux relèvements dièrent d'un élé-
ment de T ′G(f). Cette onstrution est don anonique. D'autre part, elle om-
mute aux hangements de bases plats mais pas aux hangements de bases quel-
onques a priori (ar 'est le as de l'image shématique).
On peut alors onstruire un hamp algébrique TG(f)×˜[R1G]T dans le as
général par reollement ar tout morphisme T → [R1f∗G] peut être relevé lo-
alement pour la topologie étale. On obtient de plus une immersion fermée
TG(f)×˜[R1f∗G]T → TG(f)× T .
Remarquons que si [R1f∗G] est représentable, alors il est séparé d'après
la proposition 3.2 et don le morphisme TG(f) ×[R1f∗G] T → TG(f) × T est
une immersion fermée. On a don une immersion fermée TG(f)×˜[R1f∗G]T →
TG(f)×[R1f∗G] T qui est une bijetion. Seule la struture de sous-shéma fermé
de TG(f)× T est éventuellement diérente.
On a nalement la propriété suivante qui est une onséquene direte du fait
que TG(f)→ [R1f∗G] est un épimorphisme pour la topologie étale.
Proposition 3.14 Le morphisme anonique TG(f)×˜[R1f∗G]T → T est un épi-
morphisme pour la topologie étale.
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4 Extensions de torseurs et ourbes équivaraintes
Le but de e hapitre est de omparer les espaes de torseurs introduit pré-
édemment à des espaes de modules de ourbes équivariantes.
Dans un premier temps, nous donnons quelques résultats préliminaires, en
partiulier une propriété d'extensions de morphismes de torseurs en morphismes
entre ourbes lisses. Nous passons ensuite à quelques propriétés du genre des
ourbe anes, e qui nous permet de dénir une stratiation des espaes
[R1f∗G]. nous omparons ensuite les strates obtenues à des espaes de modules
de ourbes.
4.1 Préliminaires
Nous rassemblons ii quelques résultats tehniques qui jouerons des rles
fondamentaux dans la suite.
Théorème 4.1 Soient Y un shéma loalement noethérien et f : X → Y un
morphisme loalement de type ni. Alors f est une immersion fermée si et seule-
ment si les onditions suivantes sont vériées
i) pour tout orps algébriquement los k, l'appliation induite X(Speck) →
Y (Speck) est injetive ;
ii) le morphisme f vérie le ritère valuatif de propreté ;
iii) pour tout orps algébriquement los k, l'appliation induite X(Speck[ǫ]/(ǫ2))→
Y (Speck[ǫ]/(ǫ2)) est injetive
Preuve : Le sens diret est évident. Réiproquement, d'après la propriété ii), le
morphisme f est propre. La propriété i) impose alors que f induit une bijetion
entre X et un sous-shéma fermé de Y . Par suite, la proposition iii) montre que
f est une immersion fermée. 
Nous souhaitons regarder les ourbes anes sur des bases relativement quel-
onques qui possèdent des ompatiations lisses. L'outil prinipal pour ela
est le théorème d'altérations de de Jong.
Théorème 4.2 Soit S un shéma, V → S une ourbe lisse non néessairement
propre. Supposons que
i) les bres géométriques de V → S sont onnexes ;
ii) il existe un entier g tel que pour tout point géométrique s¯ → S, l'unique
omplétion lisse de Vs¯ est de genre g.
Alors il existe une altération S′ → S et une ourbe propre et lisse D → S′
ontenant V ×S S′.
Preuve : C'est un orollaire de [dJ97℄ qui permet de trouver une altération et
une ompatiation semi-stable. Les hypothèses faites permettent alors de voir
que la ompatiation semi-stable est en fait lisse. 
Dans le as général, la ompatiation n'a auune raison d'être unique : si
'est le as pour un orps, e n'est déjà plus vrai pour des anneaux artiniens.
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Toutefois, si S′ est normal, il est alors aisé de montrer que D est unique à unique
isomorphisme près. Le as réduit semble plus diile, le problème prinipal
venant du fait que pour une ourbe propre et lisse D → S, le shéma des
automorphismes AutS(D) est parfois ramié sur S. Par ontre, e ne sera plus
le as si D → S est de genre ≥ 2 (f. [DM69℄).
Il est possible de prouver l'uniité lorsqu'un morphisme ni vers une ourbe
lisse est xé. C'est l'objet du orollaire 4.4. Avant ela, nous avons besoin d'un
lemme préisant la géométrie du shéma des automorphismes.
Lemme 4.3 Soit S un shéma, C → S une ourbe propre et lisse et pour
i ∈ {1, 2}, πi : Di → C des S-morphismes entre ourbes lisses, séparables dans
haque bre au-dessus de S. Alors le shéma des isomorphismes IsomC(D1,D2) ⊂
IsomS(D1,D2) lassiant les S-isomorphismes D1 → D2 ommutants ave π1 et
π2, est ni et non ramié sur S.
Preuve : Tout d'abord, on voit que IsomC(D1,D2) ⊂ IsomS(D1,D2) est repré-
sentable sur S ar les ourbes sont propres sur S. Montrons qu'il est quasi-ni
sur S. Pour ela, on peut supposer que S est le spetre d'un orps. Les orps de
frations de D1 et D2 sont nis sur le orps de frations de C, il n'existe don
qu'un nombre ni d'isomorphismes.
Par suite, il sut de montrer qu'il est propre et non ramié.
Pour e qui est de la propreté, il sut de vérier le ritère valuatif ar on
sait déjà qu'il est de présentation nie sur S. On est don ramené au as où S
est le spetre d'un anneau de valuation. Par suite, si on a un isomorphisme à
la bre générique, on peut l'étendre ar D1 et D2 sont les normalisations de C
dans leur orps de frations.
Passons maintenant à la non ramiation. Pour ela, on peut supposer que
S est le spetre d'un anneau artinien A de orps résiduel algébriquement los,
que D1 = D2 et qu'on a φ ∈ IsomC(D1,D1) qui est l'identité modulo un élément
ǫ ∈ A annulé par l'idéal maximal de A.
Notons D1 la bre spéiale de D1. Utilisant la théorie des déformations des
ourbes, on voit que φ dénit un élément de χ ∈ H0(D1,Ω∨D1). Soit p ∈ D1 un
point en lequel le morphisme π1 est étale. Comme φ est un C-morphisme, on
trouve que χ possède un zéro en p. Le morphisme π étant génériquement étale,
le hamp de veteur χ s'annule sur un ensemble dense. Il s'ensuit que χ = 0 et
don φ = Id. 
Corollaire 4.4 Soit S un shéma noethérien réduit, C → S, D1 → S et
D2 → S trois ourbes propres et lisses, π1 : D1 → C et π2 : D2 → C deux
revêtements nis tels que leur lieu de branhement soit ontenu dans le sup-
port d'un diviseur de Cartier relatif B ⊂ C. En partiulier, on suppose que π1
et π2 sont génériquement séparables dans haque bre au-dessus de S. Notons
Vi := π−1i (C \B) et donnons nous un C-isomorphisme φ : V1 → V2 au-dessus de
C \B. Alors φ s'étend en un unique C-isomorphisme D1 → D2.
Preuve : Il s'agit de onstruire une setion S → IsomC(D1,D2) induisant φ.
Supposons dans un premier temps que S est le spetre d'un orps ou bien le
spetre d'un anneau de valuation, ou plus généralement si S est normal. Alors le
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résultat est trivialement vrai ar φ induit un isomorphisme sur les normalisations
de C dans les orps de frations de V1 et de V2, omme elles-i sont D1 et D2,
on obtient le résultat.
Notons Sgen la réunion disjointes des points génériques de S. Le shéma
Sgen est alors la réunion disjointe de spetres de orps. Par suite, il existe une
unique setion Sgen → IsomC(D1,D2) induisant φ au-dessus de Sgen. Notons Z
l'adhérene shématique de ette setion dans IsomC(D1,D2) (la struture de
shéma étant la struture réduite). Il s'agit alors de voir que Z → S est un
isomorphisme.
Comme IsomC(D1,D2) → S est ni et non ramié, il en est de même de
Z → S.
Soit s ∈ S et R un anneau de valuation dominant S,s. Comme vu pré-
édemment, on peut étendre l'isomorphisme à la bre générique (donné par
Z ×S SpecR) par normalisation. En partiulier, on voit qu'il y a un unique
point de Z au-dessus de s, et elui-i est de même orps résiduel que s ar la
setion de IsomC(D1,D2) orrespondante est obtenue par normalisation.
Par suite, l'appliation ensembliste Z → S est injetive. Comme e mor-
phisme est non ramié et propre, 'est une immersion fermée. Comme il est
dominant et que S est réduit, 'est un isomorphisme. 
En suivant la même preuve, on montre l'uniité de la ompatiation d'une
ourbe ane D lorsque elle-i est de genre ≥ 2 dans le théorème 4.2.
Corollaire 4.5 Soit S un shéma, C → S un morphisme propre et lisse, U ⊂ C
le omplémentaire d'un diviseur de Cartier relatif et V → U un morphisme étale.
Supposons que
i) les bres géométriques de V → S sont lisses et onnexes ;
ii) il existe un entier g tel que pour tout point géométrique s¯ → S, l'unique
omplétion lisse de Vs¯ est de genre g.
Alors il existe une altération S′ → S et une unique ourbe propre et lisse D → S′
ontenant V ×S S′ telle qu'on a un diagramme ommutatif
V ×S S′ //

D

U ×S S′ // C ×S S′
Il est possible d'étendre de résultat dans le as modéré quand on suppose que
C \ U est le support d'un diviseur de Cartier relatif étale sur la base (f. 5). Le
as sauvage reste par ontre diile à maîtriser. À titre d'exemple, onsidérons
un orps k non parfait de aratéristique p, a ∈ k \ kp et V le revêtement de
A1k \ {0} donné par yp − y = axp . La normalisation de P1 dans le orps des
frations de V est donnée par up − xp−1u = a qui n'est pas lisse au-dessus de
x = 0. Toutefois, il va exister une ompatiation lisse sur k( p
√
a).
Le orollaire i-dessus est trivialement faux si S n'est pas réduit. En eet,
les déformations innitésimales de torseurs au-dessus d'un shéma ane sont
toujours isomorphes alors qu'il existe en général des déformations innitésimales
de ourbes propres qui ne sont pas isomorphes.
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C'est e phénomène qui explique que l'exemple i-dessus ne peut pas se
redesendre à k : l'anneau k( p
√
a) ⊗k k( p
√
a) n'étant pas réduit, on ne peut pas
utiliser l'uniité de la ourbe pour redesendre la ourbe lisse par desente nie
plate.
4.2 Stratiation de l'espae des torseurs
Soient S un shéma et V → S une ourbe lisse, non nééssairement propre.
Pour tout point s ∈ S, nous noterons gV(s) le genre de l'unique ompatiation
lisse de Vs¯, où s¯ est un point géométrique au-dessus de s. Cet entier ne dépend
en fait que de s et ommute à tout hangement de base S′ → S.
Proposition 4.6 Supposons que S est un shéma noethérien, alors l'appliation
gV : S → N est onstrutible.
Preuve : Comme l'image d'un ensemble onstrutible par un morphisme de shé-
mas est onstrutible, on peut supposer que S est normal et intègre de point
générique η. D'autre part, quitte à faire une extension nie de S, on peut sup-
poser que Vη possède une ompatiation lisse (en général, ette extension est
néessaire). Choisissons une ompatiation D → S de V, qui existe d'après
Nagata. En partiulier, on peut la hoisir normale, e qui assure que la bre gé-
nérique de D → S est lisse ar on a supposé que Vη possède une ompatiation
lisse, elle-i est automatiquement Dη.
D'après [EGA℄ Proposition IV.17.7.11, le lieu S′ des points s ∈ S où Ds →
Speck(s) est lisse est onstrutible, et il est aisé de voir que gV est loalement
onstant sur et ensemble ar 'est le as de du genre de D. On peut alors
répéter ette onstrution sur S \ S′ qui est de odimension > 0. Comme S est
noethérien, on obtient le résultat après un nombre ni d'étapes. 
En partiulier pour tout entier g ∈ N nous pouvons onsidérer le sous-
shéma SgV=g omposé des points s de S pour lesquels gV(s) = g. En eet,
omme S est noethérien et SgV=g est onstrutible, e dernier est une réunion
d'ensembles loalement fermés. On peut don le munir d'une struture de shéma
en onsidérant sa struture réduite. On prendra garde au fait que e shéma ne
ommute pas au hangement de base quelonque ar la struture réduite n'a ii
rien de anonique.
Dans les faits, nous devrons utiliser ette onstrution pour un groupoïde
qui est limite indutive de hamps algébriques noethériens. Le fait que e soit
un groupoïde ne pose pas de problème ar l'appliation gV ommute aux han-
gements de base. On généralise alors aisément la onstrution i-dessus au as
de la limite indutive.
Nous donnons maintenant quelques propriétés de la diérente.
Proposition 4.7 Reprenons les notations préédentes et supposons S noethé-
rien. Soient η un point de S et s une spéialisation de η. Alors gV(s) ≤ gV(η).
Preuve : On peut supposer que S est le spetre d'un anneau de valuation disrète,
les points η et s étant ses points génériques et fermés. Quitte à faire une extension
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nie de S, on peut de plus supposer que les ompatiations normales de haque
bre sont lisses. Par suite, on peut hoisir une ompatiation D de U telle que
ette dernière est dense dans haque bre. Si on suppose de plus D normale
alors il est Cohen-Maaulay (d'après le ritère de Serre), et sa bre spéiale
est réduite. Il est alors aisé de montrer que la aratéristique d'Euler de la
normalisée de la bre spéiale est plus petite que la aratéristique d'Euler de la
bre spéiale. Cette dernière étant égale à la aratéristique d'Euler de la bre
générique par platitude, on obtient le résultat souhaité. 
4.3 Un morphisme entre espaes de modules de ourbes
Soient g un entier et G un groupe abstrait ni. Nous noteronsMg[G] l'espae
des modules des ourbes propres et lisses de genre g munies d'une ation de G
dèle dans haque bre. Cet espae a été introduit par Tuéry dans [Tuf93℄ et
a été étudié indépendemment pas plusieurs auteurs.
Soient D → S une telle ourbe et H un sous-groupe de G. Dans [Sam66℄,
Samuel montre que le quotient D → D/H ommute aux hangements de base
quelonques et queD/H → S est une ourbe propre lisse (voir aussi [BM04℄ pour
une autre preuve). Par suite, le genre du quotient D/H est loalement onstant.
Il est don naturel de s'intéresser aux hamps algébriques Mg,g′ [H ⊂ G] des
ourbes propres et lisses de genre g telles que le quotient par H est de genre g′.
On obtient ainsi une déomposition
Mg[H ⊂ G] =
∐
g′
Mg,g′ [H ⊂ G]
en sous hamps ouverts et fermés.
Dans la suite, nous xerons un sous-groupe distingué H ⊳ G et noterons
Mg,g′ [H ⊳G] an de onserver visuellement l'information.
La formation du quotient étant ii fontorielle, on obtient un morphisme
Mg,g′ [H ⊳G]→Mg′ [G/H] dénit par D → D/H.
Supposons que D/H est de genre g′ et notons B le diviseur de branhement
du morphisme quotient. On montre que 'est un diviseur de Cartier relatif sur
D/H de degré n = |H|((2g − 2) − (2g′ − 2)|H|) te dont la formation ommute
aux hangements de base.
Notons M[n]g′ [G/H] l'espae des modules de genre g′ munie d'une ation de
G/H dèle dans haque bre, et d'un diviseur de Cartier relatif de degré n (f.
[Rom02℄ pour l'algébriité de e hamp).
D'après e qui a été dit préédemment on a un morphisme
Φ: Mg,g′ [H ⊳G] → M[n]g′ [G/H]
(D → S) 7→ (D/H → S,B).
L'espae tangent relatif de e morphisme possède un interprétation simple
en termes de déformations innitésimales. Pour montrer ela, on utilise une gé-
néralisation du prinipe loal-global (innitésimal) de Bertin et Mézard obtenu
dans [BM00℄. En eet, soit k un orps, D → Speck une ourbe propre et lisse
munie d'une ation dèle de G et telle que le quotient C := D/H soit de genre
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g′. Notons π : D → C le morphisme quotient et HiG(D,Ω∨D/k) la ohomologie
équivariantes du faiseau tangent. On a une suite exate provenant de la suite
spetrale assoiée au fonteur dérivé de F 7→ H0G/H(D/H, πH∗ F) = H0G(D,F) :
0→ H1G/H(D/H, πH∗ Ω∨D/k)→ H1G(D,Ω∨D/k)→ H0G/H(D/H,R1πH∗ Ω∨D/k)→
H2G/H(D/H, π
H
∗ Ω
∨
D/k)→ H2G(D,Ω∨D/k).
Cette suite exate a une interprétation très simple en termes de déformations.
Le terme H1G(D,Ω
∨
D/k) lassie les déformations G-équivariantes du premier
ordre de D. Le terme H0G/H(D/H,R
1πH∗ Ω
∨
D/k) lassie ertaines déformations
H-équivariantes loales dont l'image doit être nulle dans H2G/H(D/H, π
H
∗ Ω
∨
D/k)
an de dénir une déformation globale.
Les termes HiG/H(D/H, π
H
∗ Ω
∨
D/k) peuvent s'interpréter en terme de défor-
mations G/H-équivariantes de C munie de son diviseur B. En eet, on a un
morphisme anonique de faiseau πH∗ Ω
∨
D/k → Ω∨C/k qui est injetif et dont le
onoyau B orrespond au diviseur de branhement (ave multipliité).
On a don une suite exate longue de ohomologie
H0G/H(C,B)→ H1G/H(D/H, πH∗ Ω∨D/k)→ H1G/H(C,Ω∨C/k)
→ H1G/H(C,B)→ H2G/H(D/H, πH∗ Ω∨D/k)→ H2G/H(C,Ω∨C/k)
dans laquelle le terme H1G/H(C,Ω
∨
C/k) orrespond aux déformationsG/H-équivariantes
de C et H2G/H(C,Ω
∨
C/k) orrespond aux obstrutions à la déformations G/H-
équivariantes de C.
Finalement, le terme H0G/H(C,B) orrespond aux déformations équivariantes
du diviseur de branhement.
On peut don préiser l'espae tangent relatif du morphisme Φ.
Proposition 4.8 L'espae tangent relatif du morphismeMg,g′ [H⊳G]→M[n]g′ [G/H]
en un point orrespondant à une ourbe D s'identie naturellement ave le noyau
du morphisme
H0G/H(D/H,R
1πH∗ Ω
∨
D/k)→ H2G/H(D/H, πH∗ Ω∨D/k),
l'espae soure lassiant les déformations loales H-équivariantes qui sont in-
variantes sous l'ation de G/H.
En partiulier, les déformations induites de B et de C sont nulles dans
l'espae tangent relatif.
4.4 Lien ave un espae de torseur et rigidiation
Considérons une ourbe propre et lisse D → S munie d'une ation de G
dèle dans haque bre et notons B le diviseur de branhement du morphisme
π : D → D/H. Alors par dénition le morphisme D \ |π−1(B)| → D/H \ |B| est
étale et est don un H-torseur qui est invariant sous l'ation de G/H d'après la
proposition 2.2.
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Notons h : C→M[n]g′ [G/H] la ourbe universelle, B le diviseur universel sur
ette ourbe et f : U = C \ |B| → M[n]g′ [G/H].
La onstrution i-dessus dénit un morphisme naturel
Mg,g′ [H ⊳G]→ [R1f∗H]G/H .
D'autre part, omme H agit trivialement sur [R1f∗H] par onstrution, on a
une fatorisation
Mg,g′ [H ⊳G] //
))RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
Mg,g′ [H ⊳G]//H

[R1f∗H]
G/H
où Mg,g′ [H ⊳ G]//H désigne le 2-quotient obtenu en quotientant les shémas
d'automorphismes par le sous-groupe distingué H (f. [Rom02℄ I.3 pour plus
de préisions).
Si on regarde la restrition de e morphisme à la aratéristique 0 alors on
sait que [R1f∗H]
G/H
est représentable par un hamp algébrique et on peut même
montrer que le morphisme onstruit i-dessus est une immersion fermée. Nous
y reviendrons dans le paragraphe 5.
Notons [R1f∗H]
G/H
G le sous-hamps de [R
1f∗H]
G/H
lassiant les H-torseurs
V → U invariants sous G/H, qui sont géométriquement intègre sur S et tel que
le groupe des automorphismes de V → U/(G/H) est G.
Théorème 4.9 Il existe une altération X →
(
[R1f∗H]
G/H
G
)
g=g,red
ave X ré-
duit et un diagramme ommutatif
X
uukkkk
kk
kk
kk
kk
kk
kk
kk
k

Mg,g′ [H ⊳G]red //
(
[R1f∗H]
G/H
G
)
g=g,red
où g désigne le genre du torseur universel.
Preuve : Oubliant l'ation de G, 'est un orollaire de 4.5. Il s'agit alors de
onstruire l'ation de G. Toutefois, d'après la proposition 2.2, l'ation de G
existe sur les torseurs. On peut alors l'étendre grae au orollaire 4.4. 
Il est possible d'obtenir plus d'information sur e morphisme dans ertains
as partiuliers. Pour xer les idées, nous allons supposer que H = G = Z/pZ,
le as H plus général semblant diile à atteindre.
Théorème 4.10 Reprenons les notations i-dessus et supposons que G = H =
Z/pZ ave p premier. Le morphisme anonique
Tλp(f)×˜[R1f∗Z/pZ]
(Mg,g′ [Z/pZ]//H)→ Tλp(f)
induit une immersion fermée dont l'image est dans (Tλp(f))g=g.
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Preuve : Considérons le morphisme
Tλp(f)×˜[R1f∗Z/pZ]
(Mg,g′ [Z/pZ]//Z/pZ)→ Tλp(f).
Par dénition, un point Speck → (Mg,g′ [Z/pZ]//Z/pZ) induit un Z/pZ-torseur
dont le genre est g, et également un G-torseur. On obtient don un morphisme
(
Tλp(f)×˜[R1f∗Z/pZ]
(Mg,g′ [Z/pZ]//Z/pZ))red → Tλp(f)g=g
Pour montrer que e morphisme est une immersion fermée, nous allons vé-
rier les hypothèses de la proposition 4.1 (on prendra garde que les hamps en
présene sont en fait des limites de hamps noethériens d'après la proposition
3.6).
Le premier point s'obtient en prenant la normalisation des torseurs dénis
sur un orps, e qui donne automatiquement une ourbe lisse de bon genre ar
on ne onsidère que des orps algébriquement los.
Le point onernant les anneaux de valuations disrètes s'obtient en fait de
la même manière modulo une altération via le orollaire 4.5 qui montre qu'on
obtient bien une ourbe lisse (voir aussi [SOS89℄, Lemma IV.2.3).
Il reste don à voir la nullité de l'espae tangent relatif. Pour ela, on peut
se plaer au-dessus d'un point géométrique de M[n]g′ de orps résiduel k.
Supposons que k est de aratéristique première à p. La desription expliite
de la proposition 4.8 permet de voir que l'espae tangent relatif du morphisme
Mg,g′ [Z/pZ]→M[n]g′
en le point onsidéré est nul ar le terme R1πH∗ est nul. Le résultat est don
évident.
Supposons maintenant que k est de aratéristique p. Suivant Harbater dans
[Har80℄, on peut identier Tλp(f) à
1
xk[
1
x ].
D'autre part, on peut remplaer l'espae tangent en un point deMg,g′ [Z/pZ]
par la desription expliite obtenue dans la proposition 4.8.
Finalement, le résultat provient de l'étude des déformations non obstruées
obtenue par Pries dans [Pri02℄ Theorem 2.2.10 (desription de Mφ). 
Remarque 4.11 Un analogue dans le as H 6= Z/pZ semble diile à obtenir
ar l'étude de l'espae tangent est alors plus ompliquée (le groupe H n'étant
même pas a priori ylique) et [Pri02℄ ne ouvre que le as Z/pZ ⋊ µℓ.
5 Espae des modules dans le as modéré
Nous souhaitons appliquer les résultats des setions préédentes au as mo-
déré an d'obtenir une desription simple des espaes Mg[G]. Pour ela, il
onvient tout d'abord de préiser quelques propriétés des ations modérées. La
première onerne le diviseur de branhement, qu'on peut en fait remplaer
fontoriellement par un diviseur étale.
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Lemme 5.1 Soit S un shéma, G un groupe ni dont l'ordre est inversible
sur S, D → S une ourbe propre et lisse munie d'une ation de G dèle dans
haque bre. Notons π : D → D/G le morphisme quotient. Alors le onoyau de
l'homomorphisme πG∗ Ω
∨
D/S → Ω∨C/S dénit un diviseur de Cartier étale sur S et
sa formation ommute au hangement de base.
Preuve : Comme G est rédutif sur S, la formation de πG∗ Ω
∨
D/S ommute aux
hangements de base. Il s'ensuit que le onoyau est plat. Il s'agit alors de montrer
qu'il dénit un shéma étale sur S mais ei peut se faire dans le as où S est
le spetre d'un orps algébriquement los. Le alul est alors diret. 
Nous noterons Br le diviseur ainsi obtenu, et le nommerons le diviseur de
branhement réduit. En eet, un alul expliite montre qu'il a même shéma
sous-jaent que le diviseur de branhement lassique, e dernier étant en fait
une puissane de Br.
Donnons nous don une ourbe propre et lisse h : C → S ainsi qu'une immer-
sion ouverte j : U → C qui est le omplémentaire de ℓ > 0 setions disjointes.
Plaçons nous dans le as où G = (Z/pZ) pour un nombre premier p, et S est
un SpecZ[ζ, 1p ]-hamp, ζ désignant une raine primitive p-ième de l'unité. Il est
alors possible de aluler omplètement la plupart des termes de la suite (1).
En eet, par dualité de Poinaré (f. [Mil80℄ Proposition VI.11.8) on a un
isomorphisme anonique
R2h∗(Z/pZ) = Z/pZ(−1).
Si on hoisit un isomorphisme µp → Z/pZ on peut onstruire un isomor-
phisme h∗R
1j∗(Z/pZ) → (Z/pZ)ℓ qui ne dépend que du hoix d'un ordre sur
les setions et de l'isomorphisme Z/pZ→ µp. On peut don réérire ette suite
exate sous la forme
0→ R1h∗Z/pZ→ R1f∗Z/pZ→ (Z/pZ(−1))ℓ → Z/pZ(−1)→ 0
et ette suite ne dépend que de paramètres expliites.
Nous allons maintenant appliquer les résultats obtenus jusqu'à maintenant à
l'étude de l'espae Mg,g′ [Z/pZ]× SpecZ[ζ, 1p ]. On sait que e hamp algébrique
est lisse sur SpecZ[ζ, 1p ], il est don réduit.
Pour étudier et espae, il est ommode d'en introduire un autre qui est un
peu plus rigide. Notons ℓ := 2g−2−p(2g
′−2)
p−1 . On sait que si Mg,g′ [Z/pZ] est non
vide, alors d'après la formule de Hurwitz e nombre est un entier (la réiproque
est également vraie). On supposera don que 'est le as.
Notons Mg,g′ [Z/pZ]ℓ l'espae des modules des ouples (C → S, (e1, . . . , eℓ))
où C → S est une ourbe propre et lisse de genre g munie d'une ation de
Z/pZ dèle dans haque bre, et les ei sont des setions disjointes S → C inva-
riantes sous Z/pZ telles que le lieu de ramiation est préisément ∪isupp(ei).
En oubliant les setions ei, on obtient un morphisme
Mg,g′ [Z/pZ]ℓ × SpecZ[ζ, 1
p
]→Mg,g′ [Z/pZ]× SpecZ[ζ, 1
p
]
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qui est un revêtement étale.
D'autre part, Sℓ agit sur e morphisme par permutation des ei. Il est alors
aisé de voir que le morphisme induit(
Mg,g′ [Z/pZ]ℓ × SpecZ[ζ, 1
p
]
)
/Sℓ →Mg,g′ [Z/pZ]× SpecZ[ζ, 1
p
]
est un isomorphisme.
Nous allons don nous onentrer sur Mg,g′ [Z/pZ]ℓ × SpecZ[ζ, 1p ] dans un
premier temps.
NotonsMℓg′ l'espae des modules des ourbes de genre g′ munie de ℓ setions
disjointes, h : C→Mℓg′×SpecZ[ζ, 1p ] la ourbe universelle, e1 . . . , eℓ les setions
universelles et U le omplémentaire dans C du support des ei. Notons de plus
f : U→Mℓg′ × SpecZ[ζ, 1p ] le morphisme induit.
On sait que [R1f∗Z/pZ] est représentable d'après la proposition 3.4, et en
utilisant les mêmes tehniques que pour la proposition 4.10, on montre aisément
qu'on a un isomorphisme(
Mg,g′ [Z/pZ]ℓ × SpecZ[ζ, 1
p
]
)
//(Z/pZ)→ [R1f∗Z/pZ]g=g.
Reprenons la suite exate (3). Dans le as où p est premier à toute les
aratéristiques résiduelle et que la base ontient une raine primitive p-ième de
l'unité, les aluls obtenus en début de setion peuvent alors être appliqués ii.
On en déduit une suite exate
0→ [R1h∗Z/pZ]→ [R1f∗Z/pZ]→ (Z/pZ)ℓM
g′
×SpecZ[ζ, 1
p
]
→ Z/pZ(−1)M
g′
×SpecZ[ζ, 1
p
] → 0.
Prenant en ompte la ondition g = g, on voit alors que l'espae(
Mg,g′ [Z/pZ]ℓ × SpecZ[ζ, 1
p
]
)
//(Z/pZ)
est muni d'une ation de [R1h∗Z/pZ] et que le quotient s'identie naturellement
ave {
(mi) ∈ (Z/pZ \ {0})ℓ|
∑
mi = 0
}
M
g′
×SpecZ[ζ, 1
p
]
.
Utilisant l'isomorphisme(
Mg,g′ [Z/pZ]ℓ × SpecZ[ζ, 1
p
]
)
/Sℓ →Mg,g′ [Z/pZ]× SpecZ[ζ, 1
p
]
on obtient alors la proposition suivante.
Proposition 5.2 Le hamp algébrique
(
Mg,g′ [Z/pZ]× SpecZ[ζ, 1p ]
)
//(Z/pZ)
est naturellement muni d'une ation de [R1h∗Z/pZ] et le quotient s'identie
ave ({
(mi) ∈ (Z/pZ \ {0})ℓ|
∑
mi = 0
}
/Sℓ
)
M
g′
×SpecZ[ζ, 1
p
]
De plus, le morphisme quotient induit une bijetion entre les omposantes
irrédutibles des espaes de départ et d'arrivé.
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Preuve : Seule la dernière assertion est à démontrer, elle provient de [Cor87℄
Remark 1. 
Comme Mℓg′ est géométriquement irrédutible, on a une desription om-
plète des omposantes irrédutibles de Mg,g′ [Z/pZ]× SpecZ[ζ, 1p ].
Dans le as où p n'est pas premier, il est possible d'obtenir une desription
semblable. Les diérenes proviennent du alul de la fontion g ainsi que de
l'irrédutibilité des omposantes.
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